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ЭНЕРГЕТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ОБРАТИМОЙ И НЕОБРАТИМОЙ ДЕФОРМАЦИИ В ПРОСТРАНСТВЕ ПЕРЕМЕННЫХ ЛАГРАНЖА

В современных тенденциях развития механики деформируемого твердого тела можно выделить два направления [1, 2]. Первое, наиболее распространенное, связано с усложнением математических моделей и методов их анализа. Второе ориентировано на уточнение основных понятий, составляющих фундамент механики, рациональных методов описания движения. По существу второе направление предусматривает повышение роли кинематических характеристик, получаемых из уравнений движения, так как они должны нести всю информацию о внешних воздействиях и внутренних изменениях, происходящих в процессе деформации.

Логическим основанием для утверждения о достаточности кинематических характеристик и физических свойств материалов для описания любых явлений, связанных с деформацией, может быть  положение, которое обычно не упоминается и считается само собой разумеющимся, что в механике рассматриваются только такие явления, которые отражаются на самом движении и, следовательно, на уравнениях движения 
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(1)

где t – время, 
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 - переменные Эйлера и Лагранжа, соответственно.
Выбор системы отсчета наблюдателя оказывает влияние как на вид уравнений движения, так и на большинство кинематических характеристик, прежде всего производных от текущих координат по времени и направлениям (компоненты векторов перемещения, скорости и ускорения, а также компоненты тензоров деформаций и скоростей деформации). 
Одной из основных задач механики является выбор наиболее информативных объективных кинематических инвариантов и способов их определения, так как физические закономерности любой системы, в том числе механической, могут быть описаны только через инварианты, не зависящие от субъективных факторов, или выражения, составленные из них. 

Система (1) может быть записана в различных формах, однако, необходимость учета истории деформирования, а также возможность использования принципа суперпозиции движений [3-5], особенно для сложных процессов деформации, делает предпочтительной форму Лагранжа
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(2)

В дальнейшем в качестве переменных Лагранжа приняты начальные (при t = 0) координаты точек в системе координат наблюдателя
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В самом общем случае без каких-либо ограничений на свойства сплошной среды система (2) имеет 13 локальных кинематических инвариантов. Три из них связаны с векторными характеристиками движения:

модуль вектора перемещения
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модуль вектора скорости
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модуль вектора ускорения
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Инвариантом также является путь s, равный интегралу от модуля скорости по времени
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Несимметричный тензор второго ранга, образуемый производными от переменных Эйлера по переменным Лагранжа 
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(3)

для которого в дальнейшем использован термин «тензор деформации Лагранжа» [1-3], имеет три инварианта 

линейный 
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(4)
квадратичный 
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(5)
кубический совпадает с якобианом преобразования (2) и равен отношению объемов бесконечно малой частицы R = 
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(6)
В отличие от симметричного тензора деформаций 
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 инварианты (4-6) всегда положительны, в исходном состоянии частицы принимают значения 
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. Инвариант I1, кроме изменения объема по общепринятому представлению, учитывает поворот частиц как жесткого целого. Сумма квадратов компонент в каждой колонке тензора (3) определяет отношение квадратов длин ребер бесконечно малого прямоугольного при t = 0 параллелепипеда в текущем и исходном состояниях
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(5а)
При отсутствии сдвигов, когда компоненты тензора (3), не расположенные на главной диагонали, равны 0, квадратичный инвариант равен отношению квадратов длин диагоналей частицы в текущем и исходном состояниях.

Квадратичный инвариант (5) может быть представлен в виде суммы [4, 6]
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(5b)
где e - среднее значение отношения длин ребер бесконечно малого параллелепипеда, ориентированного в исходном состоянии вдоль осей координат наблюдателя, Г – среднеквадратическое отклонение фактических отношений длин ребер от их среднего значения
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(5с)
В соответствии с основным постулатом механики поведение системы зависит от положения частиц и их скоростей. Тензор (3) можно рассматривать как обобщенные координаты, их скорости также образуют несимметричный тензор 
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(7)

который имеет три инварианта. Линейный инвариант совпадает с субстанциональной производной по времени от инварианта I1 и учитывает скорость относительного изменения объема, а также поворота частицы относительно осей координат наблюдателя, если таковое имеет место
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Квадратичный инвариант 
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(8)
может быть преобразован к форме (5а), если по аналогии с (5с) ввести  квадраты отношения приращения скорости на противоположных гранях бесконечно малого параллелепипеда 
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(8а)
к начальному расстоянию между соответствующими плоскостями 
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их среднее значение 
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 и среднеквадратическое отклонение фактических отношений от средних Н
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(8c)
тогда 
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(8b)
Кубический инвариант в форме 

[image: image42.wmf]|

|

,

3

10

tp

i

x

J

=

=

x


применяют редко, обычно его заменяют скоростью относительного изменения объема Rt.

Инварианты J1 … J3  тензора (7) в исходном состоянии равны 0, значения J1 и J3 в процессе деформации могут быть как положительными, так и отрицательными, J2 всегда больше 0.

Дополнительно 3 инварианта могут быть получены интегрированием по времени модулей инвариантов J1 - J3 . В отличие от инвариантов (4-6), которые в процессе деформации могут расти или уменьшаться,  результаты интегрирования по времени 
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позволяют учесть историю деформирования, аналогично критерию Одквиста [7], и только возрастают на протяжении всего процесса деформации.

Перечисленные 13 локальных инвариантов являются независимыми. Указанные для них (в левых частях) несколько обозначений использованы ниже для удобства компактной записи основных уравнений, так как они или составленные из них выражения должны определять состояние и поведение частиц и механической системы в целом на бесконечно малом интервале времени. Возможно, что в определенных условиях некоторые из них не будут оказывать влияние на поведение системы (на поверхностях одинакового уровня соответствующих видов энергии), но исключать их из анализа пока нет оснований.
Чтобы сравнивать состояния и предсказывать реакцию системы на внешние воздействия, приведенные выше 13 инвариантов надо привести к одному обобщенному скаляру, который Аристотелем [8] был назван энергией (обобщенная мера различных характеристик движения), а современные физики часто называют «скаляром Пуанкаре» [9]
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Оператор 
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 подчеркивает локальный характер скаляра, характеризующего рассматриваемую частицу.

Как показывает опыт, для большого класса механических систем из абсолютно твердых и деформируемых тел обобщенный скаляр можно представить в виде суммы составляющих, каждая из которых зависит только от одного инварианта
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причем каждое слагаемое можно представить как произведение соответствующего инварианта на объем 
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 и скалярный множитель ki, характеризующий свойства среды и обеспечивающий равенство размерностей слагаемых,
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(9)
Гипотеза (9) предполагает существование 13 видов энергии, но она может быть расширена, например, за счет учета взаимных влияний инвариантов, т. е. добавлением новых видов энергии, определяемых значениями двух и более инвариантов. 
Дальнейший анализ ограничим формулировкой обобщенного закона движения механической системы в виде закона сохранения энергии 
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где 
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 - энергия внешних воздействий. Для практического применения закон удобнее формулировать в виде отсутствия приращения энергии на бесконечно малом интервале времени
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(10)

Оператор «d» - соответствует бесконечно малым приращениям функции во времени, а оператор «
[image: image54.wmf]d

» - в пространстве переменных Лагранжа. 

Уравнение (10) предполагает определение бесконечно малых приращений энергии на приращениях выбранных для описания движения кинематических координат qj , используемых в правых частях уравнений всех перечисленных выше инвариантов
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(11)
Множитель Qij по существу является энергетическим определением обобщенной локальной силы
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(11а)
характеризующей скорость изменения соответствующего вида энергии Ei бесконечно малой частицы при изменении кинематического параметра qj. В общем случае сила Qij может быть скаляром, если в качестве кинематического параметра выбран скаляр, например путь s или квадрат скорости v2, вектором, если параметры qj являются проекциями вектора, или тензором 2 ранга. Размерность силы Qij также зависит от выбора кинематической координаты qj, например [Н] или [Нм] для линейных или угловых перемещений, [Па]  для тензора напряжений Лагранжа и пр. 
Следует обратить внимание, что уравнение (11) не является полным дифференциалом, а обобщенные кинематические координаты 
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 в правой части  не обязательно должны быть независимыми, для абсолютно твердых тел число 
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 может превышать число степеней свободы тела [3]. 
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Отношения бесконечно малых сил 
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будем называть напряжениями Лагранжа. Индекс 
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 указывает направление нормали к рас​сматрива​емой площадке в исходном состоянии, а индекс i - нап​рав​ление проекции силы, может принимать значения 
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Напряжения 
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 подобны напряжениям Пиола - Кирхгофа [1-2], но отличаются от них не только ограничением области изменения аргументов, но и неоднозначным выбором начала отсчета шкалы средних напряжений, которое может быть смещено относительно общепринятой [3-4].


С обозначениями (13) вместо (12) получим
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Напряжения  
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 образуют несимметричный тензор 
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С учетом энергии внешних взаимодействий закон сохранения энергии (10) можно записать в форме энергетического баланса 
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Пренебрегая процессами диссипации (т. е. без учета инвариантов, связанных с интегрированием по времени), а также используя общепринятые соотношения для потенциальной и кинетической энергии (ось z направлена вертикально вверх)
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Так как энергия не должна зависеть от субъективного фактора - выбора системы отсчета скоростей, сумма последних трех слагаемых должна обращаться в 0
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Это равенство эквивалентно принципу наименьшего принуждения Гаусса. Более жесткое условие  равенства нулю каждой из скобок соответствует дифференциальным уравнениям движения или равновесия
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Приравнивая коэффициенты при одинаковых множителях – компонентах тензора скорости деформации (7), получаем соотношения между компонентами напряжений, элементами тензора (3) и физическими константами ki 


[image: image93.wmf]a

a

a

t

x

k

x

k

k

x

~

2

7

6

5

+

+

=

,


[image: image94.wmf]b

b

b

t

x

k

x

k

x

~

2

7

6

+

=

,


[image: image95.wmf]g

g

g

t

x

k

x

k

x

~

2

7

6

+

=

,

[image: image96.wmf]a

a

a

t

у

k

у

k

у

~

2

7

6

+

=

,


[image: image97.wmf]b

b

b

t

y

k

y

k

k

у

~

2

7

6

5

+

+

=

,


[image: image98.wmf]g

g

g

t

y

k

y

k

y

~

2

7

6

+

=

,
(16)
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которые можно записать в общем виде
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(16а)
В соотношениях (16) и далее 
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для всех остальных напряжений, не расположенных на главной диагонали.

Как следует из уравнений (16), напряжения Лагранжа следует рассматривать прежде всего как энергетические, а не силовые функции, они зависят от 3 физических характеристик материала. В исходном состоянии, когда переменные Эйлера и Лагранжа совпадают (матрица якобиана преобразуется в единичную), компоненты тензора определяют только физические свойства
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Субъективные факторы, в том числе выбор способа определения  энергии, влияют на значения коэффициентов k5 … k7  и напряжений 
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. 
Энергетический баланс должен выполняться в любой, в том числе начальный, момент времени, для которого напряжения Лагранжа могут совпадать с напряжениями Коши 
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Последние три слагаемые соответствует новой форме записи принципа наименьшего принуждения Гаусса или дифференциальных уравнений движения
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Переходя в уравнении (17) от производных по переменным Эйлера 
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и приравнивая коэффициенты при одинаковых множителях 
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 в правых частях  уравнений  (12a) и (17), получим систему линейных уравнений
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(18а)
которые формально совпадают с известными статическими условиями на контуре и по существу определяют связи между напряжениями Лагранжа и Коши, справедливые для любого момента времени 
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(18b)
Равенства (18b)  можно трактовать как следствие условия инвариантности энергии по отношению к выбору начала отсчета времени в системе наблюдателя. В развернутой форме они имеют вид
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С учетом (16) для напряжений 
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 окончательно получаем
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например, для компонент 


[image: image128.wmf](

)

[

]

)

~

~

~

(

)

(

2

1

1

7

2

2

2

6

5

g

g

b

b

a

a

g

b

a

a

g

g

b

b

a

a

t

t

t

s

х

х

х

х

х

х

k

х

х

х

k

х

k

R

х

х

х

R

х

х

х

хх

+

+

+

+

+

+

=

+

+

=

,


[image: image129.wmf](

)

[

]

)

~

~

~

(

)

(

2

1

1

7

6

5

g

g

b

b

a

a

g

g

b

b

a

a

b

g

g

b

b

a

a

t

t

t

s

y

x

y

x

y

x

k

y

x

y

x

y

x

k

x

k

R

x

x

x

R

y

y

y

xy

+

+

+

+

+

+

=

+

+

=

.

Сопоставление выражений (16) и (18с) показывает, что для анализа процессов деформации напряжения Лагранжа предпочтительнее: они энергетически обоснованы и связаны достаточно простыми математическими уравнениями с имеющими четкий геометрический смысл характеристиками деформированного состояния.


Основной инвариантной характеристикой напряженного состояния можно считать среднее напряжение 
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(19)


Это уравнение  можно использовать для определения величины среднего напряжения в исходном состоянии 
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(20)
Исходя из рассматриваемой энергетической модели, зависимость напряжений и деформаций Лагранжа в упругой области в пространстве переменных Лагранжа в любой среде определяют уравнения (16). 
Если коэффициенты k5 - k7, характеризующие физические свойства деформируемого материала, известны (способы их определения будут рассмотрены ниже), тогда по уравнениям движения в форме (2) можно определить любые кинематические, а затем и энергетические или силовые функции, в том числе напряжения Лагранжа по соотношения (14) и Коши по уравнениям (18).

В частности, при гидростатическом нагружении с уравнениями движения
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получаем для средних напряжений Лагранжа  
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Этот же результат следует из инвариантного соотношения (19), преобразованного к условиям гидростатического нагружения
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Приращение среднего напряжения по отношению к исходному значению, если знаменатель приравнять к 1, составит 
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При 
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, где К – модуль объемной упругости, результат совпадает с законом упругого изменения объема в общепринятой форме 
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Для линейного растяжения с уравнениями движения
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(21)
получаем
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или
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Зависимость для обычной шкалы средних напряжений 
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приводит к общепринятому соотношению  
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Константы k5 и  k7, как и в уравнении (20), характеризуют начальное значение напряжения и могут быть использованы для корректировки (выбора) начала отсчета шкалы средних напряжений. Есть достаточно оснований считать, что в исходном состоянии  для различных видов сплошной среды средние напряжения не следует принимать равными 0.
Необходимость учета начального среднего напряжения следует, например, из сравнения закона упругого изменения объема 
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 с законом изотермического  расширения газа Бойля-Мариотта 
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, который можно преобразовать к виду 
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 и трактовать как частный случай закона упругого изменения объема, если учесть 
[image: image154.wmf]0
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 , а модуль объемной упругости К рассматривать как действующее в текущем состоянии давление.

С другой стороны, принимая k5 = k7  = 0, можно существенно упростить основные уравнения и методику анализа процессов деформации, не вступая в противоречия с  классической механикой. В частности, слагаемые напряжений Лагранжа с коэффициентами k5 и k7 не оказывают влияния на дифференциальные уравнения движения или равновесия, так как
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и при k6 = const вместо (15) получаем
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или
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(22)
т. е. уравнения движения сводятся к трем уравнениям Пуассона или Лапласа, в каждое из которых входит только одна неизвестная функция. Методы интегрирования таких уравнений достаточно хорошо разработаны.

При k5 = k7  = 0 тензор напряжений Коши (18с) становится симметричным, как это имеет место в классической механике сплошных сред. 
Особенно важно, что при k5 = k7 =0 напряжения и деформации Лагранжа отличаются лишь масштабным множителем 2k6 
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(23)

понятие напряжений становится избыточным, а свойства материала определяет только одна физическая константа k6. 

Чтобы выделить вариант теории с одним модулем упругости, введем для 2k6  новое обозначение с указанием принятых значений для других коэффициентов
k5 = k7  = 0 ,
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тогда вместо (19) получим
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(25)

Фактически в  современной теории упругости физической константой также является только один модуль объемной упругости К. Модули Юнга E и сдвига G связаны с модулем К через коэффициент Пуассона 
[image: image162.wmf]m

, который нельзя относить к физическим  характеристикам, он характеризует условия деформации и допускает достаточно большой диапазон возможных изменений (до 15-20% и более).
Как показано в работах [3-5], одного коэффициента 
[image: image163.wmf]j

 достаточно для достоверного описания процессов деформации в упругой области, а для перехода от одной шкалы средних напряжений к другой следует ввести среднее напряжение Лагранжа 
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и преобразовать уравнение (25) к виду 
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Тогда при всестороннем сжатии должна соблюдаться зависимость
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Для перехода к  обычной шкале средних напряжений достаточно принять 
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(26b)

и среднее напряжение Коши будет определять уравнение
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При 
[image: image169.wmf]К
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 и К=169 ГПа эта зависимость отличается от установленной экспериментально для железа в диапазоне до 300 ГПа [10]
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с погрешностью не более 0,016%.


Для линейного растяжения с уравнениями движения (21) из равенства (25) для шкалы (26b) получаем 
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, если учесть зависимость между модулями упругости 
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Возможность исключения инвариантов 
[image: image174.wmf]5
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 и 
[image: image175.wmf]7
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 из энергетического баланса и коэффициентов k5 , k7  из уравнения (16) для процессов деформации твердых тел можно обосновать тем, что фактически они учитывают энергию частицы, связанную с изменением объема и отличаются лишь постоянным множителем. Действительно, 
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 = R, при деформации твердых тел можно считать 
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Но, как следует из формы (5b), инвариант 
[image: image178.wmf]6
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 учитывает энергию изменения объема (первое слагаемое 3е2) и формы (второе слагаемое Г2). Причем допускается переход энергии изменения объема в энергию изменения формы и наоборот, по аналогии с переходами кинетической и потенциальной энергии при колебании маятника.

Таким образом, при сохранении в энергетическом балансе инвариантов 
[image: image179.wmf]5
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 и 
[image: image180.wmf]7
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 возникает опасность переоценки энергии, накопленной частицей твердого тела за счет изменения объема. Возможно, влияние этих инвариантов может быть существенным для материалов, например синтетических, которые допускают более широкий диапазон изменения объема. Переход от одной шкалы средних напряжений к другой может быть выполнен за счет изменения множителя в уравнениях (26) для среднего напряжения 
[image: image181.wmf]t

, как было показано выше для процессов гидростатического нагружения и линейного растяжения.
Рассмотренные выше зависимости между напряжениями и деформациями вполне соответствуют известным соотношениям теории упругости и могут быть распространены на деформационную теорию пластичности. Но главная задача энергетической модели состоит не в подтверждении известных теорий, а в переходе от обычно используемых механических характеристик к физическим, разработке способов их экспериментального определения.
Из закона сохранения энергии в форме (10) следует, что деформация возможна при изменении не менее двух видов энергии (или работы внешних сил). Это позволяет установить связь между коэффициентами ki и привести систему отсчета различных видов энергии к одной шкале. 
В качестве примера рассмотрим зависимость между коэффициентами k1  и k2  на примере движения, в котором участвуют два вида энергии: потенциальная 
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 и кинетическая 
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, в частности при свободном падении абсолютно твердого тела (частицы) в гравитационном поле Земли. Сопротивлением воздуха пренебрегаем, иначе надо добавить изменение энергии 
[image: image184.wmf]4
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, предполагая какую-либо связь между диссипативными силами и инвариантом s или скоростью |v|. Уравнения движения и закон сохранения энергии примут вид (ось z направлена вертикально вверх)
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Повороты отсутствуют, движение поступательное, энергию можно проинтегрировать по всему объему тела. В результате получим 
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Для приращений потенциальной E1 и кинетической E2 энергии следует записать 
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и, если использовать общепринятое обозначение для ускорения свободного падения 
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В классической механике принято 
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 и для кинетической энергии получаем  общепринятое выражение 
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Для определения коэффициента k5 следует рассмотреть процесс с вращением частиц, например в горизонтальной плоскости с уравнениями движения (
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когда инвариант принимает значение 
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Связанная с этим инвариантом энергия может иметь значение для материалов с магнитными свойствами, анизотропией и пр. 

Необратимые деформации сопровождаются диссипацией энергии и возникают, например, когда измененный под влиянием деформации объем стремится вернуться к своему исходному значению. Это приводит к дополнительной деформации в поперечном направлении, увеличению размера в направлении внешних воздействий с одновременным общим снижением энергетического потенциала частицы, выделением избыточной части энергии в виде тепла, образованием новых поверхностей, фазовых превращений и пр. Накопленная за счет изменения объема энергия должна быть не меньше той, которая необходима для развития пластической деформации. На этом этапе отношение поперечной и продольной деформаций может отличаться от аналогичного отношения (коэффициента Пуассона) на упругой стадии деформации.

Диссипативные процессы определяют параметры 
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 предполагающие интегрирование инвариантов тензора скорости деформации (7) по времени. 

Инварианты 
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не включены в энергетический баланс обратимой деформации (14), так как их производные по времени содержат производные от компонент ускорений по направлениям 
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, которые не входят в выражение (12) для энергии внешних воздействий. По этой же причине они не включены и в последующий анализ пластического течения, хотя вполне возможно, что они определяют механизм самоорганизации процессов необратимой деформации.

С учетом сделанных замечаний, условие энергетического баланса в процессе необратимой деформации вместо (14) принимает вид 
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Принимая во внимание высказанные выше соображения о роли коэффициентов  k5 и k7 в упругой области, в последующем рассмотрено влияние только инварианта 
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 (принято k5 = k7 = k11 = k13 = 0). Для коэффициента k12 , по аналогии с (24), введем дополнительное обозначение
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Напряжения Лагранжа, в отличие от уравнений (16), теперь будут содержать дополнительное слагаемое


[image: image215.wmf]tp

i

р

i

рi

x

x

,

,

l

j

t

+

=

,





(29)
например, 
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. Выражение для мощности  (27) принимает вид 
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Чтобы предусмотреть возможность перехода к новому началу шкалы средних напряжений, воспользуемся понятием средних напряжений (26а)
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Приращение энергии 
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за счет последнего слагаемого теперь не является полным дифференциалом даже при постоянном коэффициенте 
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зависит не только от начального и конечного состояния (значений 
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), но и от пути деформирования.


Не исключено, что в упругой области составляющая энергии с множителем 
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 также должна быть учтена, но она может иметь существенное значение только при больших скоростях деформации. При квазистатических нагружениях за счет малых значений 
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 вклад этой энергии в общий баланс будет незначительным. 

Отметим, что в соответствии с уравнениями (15) не только уравнения движения (2), но и компоненты скорости, входящие в соотношения (29), должны удовлетворять уравнениям Пуассона или Лапласа по аналогии с (22), например 
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Другие варианты возможных соотношений между напряжениями и деформациями, обеспечивающие инвариантность энергии по отношению к особенностям системы отсчета наблюдателя, приведены в работах [11-12].


Рассмотрим возможный механизм пластической деформации на примере линейного растяжения, состоящий из двух этапов с уравнениями движения, которые следуют из принципа суперпозиции движений [5]
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На первом этапе 
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Компоненты тензоров деформации и скорости деформации на первом этапе 
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и на втором этапе 
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Начиная с конца первого этапа кинематические инварианты  принимают значения
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Различным сочетаниям значений параметров, входящих в уравнения движения и характеризующих свойства среды, будут соответствовать различные степени восстановления объема и доли выделяемой энергии. Объем частицы возвращается к своему исходному значению, если дополнительная деформация удовлетворяет условию
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Чтобы она оставалась положительной (в этом случае продолжается растяжение образца), знаменатель должен стать отрицательным, т.е. 
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В начале второго этапа  при 
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 = 0 инварианты достигают значений (в качестве примера справа приведены их значения для 
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В конце второго этапа при 
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R = 1, 
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В итоге объем, средняя длина ребер и упругая энергия вернулись к исходным значениям при существенном изменении размеров частицы, среднеквадратическое отклонение выросло более чем в 2 раза. В 1,5 раза выросло  Не2 (при сохранении скорости деформации 
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Соотношения (29), полученные из сопоставления коэффициентов энергетического баланса необратимой деформации, включают в себя как деформационную теорию пластичности (при 
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), так и теорию пластического течения (при 
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Принимая во внимание, что для процессов деформации в главных осях, как например в рассмотренном выше случае линейного растяжения, имеют место равенства  
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 для любых 
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, в том числе для среднего значения 
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  и для инварианта (8)
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из уравнения (27) для мощности  вместо (29) можно записать
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Для перехода к различным вариантам отсчета средних напряжений воспользуемся средними напряжениями (26а),  
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  и аналогами девиаторных компонент напряжений
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(32)

При рассмотренных условиях и обозначениях для мощности деформации получаем
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Соотношения (32) по форме подобны используемым в настоящее время зависимостям между напряжениями, деформациями и скоростями деформаций. Они обеспечивает инвариантность энергии по отношению к субъективным факторам системы отсчета наблюдателя, но лишь при отсутствии сдвиговых деформаций. Более точными с энергетической точки зрения следует считать соотношения (29).

Характеристики материала 
[image: image295.wmf]j

 и 
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 должны быть определены экспериментально, например при деформации материала в условиях гидростатического сжатия и при линейном растяжении. Дополнительно можно использовать плоскую осадку с одновременной проверкой условия инвариантности энергии по отношению к мерности пространства, применяя для описания деформированного состояния плоскую и пространственную системы координат [12]. Совпадение результатов для 
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 и 
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 в условиях плоской и осесимметричной деформации, а также при других условиях нагружения, может служить критерием оценки точности основных соотношений рассматриваемой модели процессов деформаций, которую не следует рассматривать как единственно возможную, она может и должна быть изменена и дополнена, в том числе с учетом экспериментальных исследований.

Предлагаемая модель не противоречит общепринятым, ориентирована на использование минимума понятий, характеризующих физические свойства среды и условия движения, позволяет рассматривать известные соотношения между напряжениями и деформациями, в том числе закон упругого изменения объема и закон Гука для линейного растяжения, как частные случаи закона сохранения энергии, снижает математические трудности при интегрировании дифференциальных уравнений движения или равновесия, открывает новые перспективы для исследования явлений, связанных с историей деформирования.
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